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matematica e fisica quantistica, secondo la scuola di
Copenhagen

M|ψi〉 = mi |ψi〉

|ψ〉 = a1|ψ1〉+ a2|ψ2〉+ ... M m1, |ψ1〉
m2, |ψ2〉
m3 = m4, a3|ψ3〉+ a4|ψ4〉

P=|a1|2

P=|a3 | 2
+|a4 | 2



aspettative e medie

O|ψi〉 = oi |ψi〉

|ψ〉 =
∑

i
ai |ψi〉

〈O〉 = 〈ψ|O|ψ〉 =
∑

i
|ai |2oi =

∑
i

Pioi

〈x〉 = 〈ψ|x |ψ〉 =
∫

|ψ(x)|2xdx



lo voglio hermitiano

se O è hermitiano: 〈φ|Oψ〉 = 〈ψ|Oφ〉∗ = 〈φ|O|ψ〉

O|ψi〉 = oi |ψi〉
oi ∈ R
i 6= j =⇒ 〈ψi |ψj〉 = 0

=⇒ gli autovettori di O costituiscono una valida base ortogonale,
o ortonormale.

|ψ〉 =
∑

i
ai |ψi〉

〈ψ|Oψ〉 =
∑

i

∑
j

a∗i aj〈ψi |Oψj〉 =
∑

i
|ai |2oi



operatori hermitiani e non: esempi

x̂ = x ·∫
f ∗(x)xg(x)dx = [

∫
g∗(x)xf (x)dx ]∗

p̂ = −i~ ∂
∂x∫

f ∗(x)p̂g(x)dx = [

∫
g∗(x)p̂f (x)dx ]∗

dimostrare, integrando per parti



operatori hermitiani e non: esempi

[ 1/2 0
0 −1/2

]
è una matrice hermitiana, i suoi autovalori sono 1/2 e

-1/2. I suoi autovettori sono [1, 0] e [0, 1].

szα =
~
2α |12〉 ≡ α

szβ = −~
2β | − 1

2〉 ≡ β



operatori hermitiani e non: esempi

anche
[ 0 1/2

1/2 0
]

è una matrice hermitiana, i suoi autovalori sono
1/2 e -1/2. I suoi autovettori sono

√
2

2 [1, 1] e
√

2
2 [1,−1]. Verificare.

sxα =
~
2β

sxβ =
~
2α



esercizio

syα = i ~2β

syβ = −i ~2α

scrivetene una rappresentazione matriciale e calcolate gli autovalori
ed autovettori.



matematica e fisica quantistica, ancora

H L l = 0
l = 1
l = 2

M m=-1

m=0

m=1

L l = 1

e− sz ~
2
−~

2

sx ~
2
−~

2

sz ~
2
−~

2

L̂M̂ = M̂L̂
Ŝz Ŝx 6= Ŝx Ŝz



commutazione

Commutatore:
[A,B] = AB − BA

Quando il commutatore è una costante chiamiamo gli operatori
coniugati.

x = x ·

p = −i~ ∂
∂x

(xp − px)f (x) = −i~(x ∂

∂x − ∂

∂x x)f (x)

= −i~(x ḟ (x)− f (x)− x ḟ (x)) = i~f (x)
[x , p] = xp − px = i~



esercizi

calcolare il commutatore fra
[ 1 0

0 −1
]

e
[ 0 1

1 0
]

calcolare il commutatore fra sz e sx
calcolare il commutatore [x , p2]



dispersione statistica, davvero non possiamo sapere tutto

il valore di aspettazione e la dispersione:

〈A〉 =
∑

i
Aipi 〈A〉 =

∫
A(x)ρ(x)dx

σ2
A = 〈(A − 〈A〉)2〉 σ2

A =

∫
(A(x)− 〈A〉)2ρ(x)dx

principio di indeterminazione: se A e B sono due variabili
coniugate:

σAσB ≥ ~
2



l’esempio più famoso: x , p

La minima indeterminazione si raggiunge per una funzione d’onda
gaussiana:

ψ(x) = 1
σ
√

2π
e−

(
x−µ
2σ

)2

esercizio: calcolare σxσp per la funzione d’onda gaussiana, sopra
introdotta. saranno utili le seguenti osservazioni:∫ ∞

−∞
e−αx2

=

√
π

α∫ ∞

−∞
x2e−αx2

= −
∫ ∞

−∞

∂

∂α
e−αx2

= − ∂

∂α

√
π

α
=

1
2α

√
π

α


